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Heinz Rupprecht

2 interessante mathematische Probleme

mit aufwendigen Algorithmen

In diesem Vortrag soll gezeigt werden, wie lange und mUuhe-
voll der Weg von einem relativ einfachen mnthomn(tschon
Problem bis zur Realisierung durch 21n etnwandfrei laufendes
Computerprogramm sein kann.

Ein Computer ist nimlich ein Uberaus dummes und hinter-
haltiges Ding. Wenn man nicht jede Kleinigkeit einprogram-
miert, macht er auch schon etwas falsch.

Ein gutes Programm muf also alle Miglichkeiten, die im Laufe
eines Algorithmus auftreten kidnnen berldcksichtigen.
Infarmatik-tinterricht in dar Schule dient also nicht nur
dazu, die Schiuler und Schllerinnen mit dem Computer vertraut
zu machen, bzw. Programmieraprachen zu lernen, sondern kann
auch dazu benutzt werden, die Schller zur Genauigkeit zu
erziehen - denn nur wer beil der Erstellung eines Computer-
pragrammes gewissenhaft und sorgfdltig ist, kann Erfolg
haben. In kaum einer anderen Disziplin racht sich Schlam-
perei =0 sehr, wie gerade in der Infarmatik.

Dazu ein Belispliel:

Die Hauptachsentransformation:
Segeben sei 2in Kegelschnitt

KS: ax®+2bxytcy®™+dxt+tey+$=0
wohe!l die Koeffizienten a,byu.,f beliebige reelle Zahlen
seien, aber nicht asb=c=0,
Bekanntlich kann KS folgende 9 Punktmengen reprisentisren:
die lzere Menge, einen Punkt, =2ine Gerade, el paralelle
Gerade, zwel, sich schneidende Gerade, einen Kreins, ine

Elipse, eine Hyperbeael sowie eine Parabel.
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Es s0]! @in Programm erstellt werden, um bel vorgsgebenen
Werten von a;b,c,d,e® und f den Typ des kegolschnstts zu be-
st immen.

Im ersten Teil des Vortrages michte ich zeigen, wie eine
gewissenhafte und luckenlose® Behandlung dieses Problems

aussehen kinnte.

Pundchst wollen wir den Kegelschnitt KS durch eine geeignete
Drehung und Translation in eine besonders 'schine’ Lage
bringen. Bei Bewegungen in dar Ebene dndert sich der Typ
ja nicht!
1)Drehung: Stellen wir den gedrehten Kegelschnitt KS' {in den
Variablen x’,y' dar, s0 gilt:

x= x’cowO+ty’uin®d

y=-x'aind@+y’'cos8

Dabei (st 6 der Drelwinkel. Es folgt:

KS': a’x"™+2b ' x'y*+c’'y"'®+d'x"te"y' +f'=0

mit:
aA'=pco8™0-bsin20+csin™o
2b*=2bcos2@+{a~c)ainl0
C'=asin™o+bsin20+tccos™é®
d'=dcos9-esind
@’'=duinO+tecos®
t+'=f
2)Translation: Sind x'’',y*’' die Koordinaten des gedrehten

und verschobenen Kegelschnittes KS* ', mo gilt:

x"wmx® -4

ytzyvn_v

Das ergibt fUr die Koeffizienten des neuen Kegelmchnittes

KS":Q.‘X‘..+2D"X"7"+C'.y":+d'.x"fe,'y.'**'"0
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a*’=a" , 2b''=2b' , c''=c’
d*'=d’*-2(a’u+b’'v) , e'"=@'-2(b’utc’'v)
f''=f'+a’uT+2b’uvic'v®-du-e'v
Nun sind &,u und v 30 zu bestimmen, dag KS*°' in Narmalform
liegt. Zunidchst 13t der Drehwinkel 6 so zu bestimmen, dag
KS® achsenparalell wird, Dazu muf8 b’=0 sein. Das heilft aber:

Z2bcos20+(a-clain28=0 (')

l1.Fall: a=c,b=0. 9 kann belliebig gewdhlt werden (z.B. 8:=Q)

2.Fall:! a=c,b#0. Dann sei 06:=4%5 Grad.

3.Fall: a#c. Dann mug tan28=2b/ (c—-a) gelten, also etwa
@:=l/2arctan(2Zb/(c-a))

Jetzt 1st der Verschiebungsvektor (u,v) 8o zu wihlen, dag

die linearen Terme midglichat verschwinden (d’=0 ,e’'=0).

Zu diemsem Zweck sind 4 Fidlle 2u unterscheiden.

Fall 1: a*#0 , c’#0

Es kann stets a’>0 vorausgesetzt werden. Wir setzen

ui=d*/2a' , vise'/2c’

Damit wird d°'’=0 und e’ '=0,

Fall 1A: c"*'>0

Fall tAa: f''=0. Dann ist x'’'=y'’'=0 die einzige LbBsung von

K&8*® und KS (st ein Punkt.

Fall 1Ab: §''>0. Die Ldsungsmenge ist leer.

Fall 1Ac: £'°<0. Die Lisungsmenge i{at eine Ellipse, im Falle

2''=c’’ sogar ein Kreis. |

Fall 1R: €*°*<O0.

Fall 1Ba: f'°=0. Dies sind aber zwei einander schneidende

Gerade.

Fall iBb: £'°'>0. Es handelt sich hier um eine Hyperbel.

Fall iBc: ''<0. Dies ist ebenfalls eine Hyperbel.

Fall 2: a*#0 , c’=0

Wieder kann a'>0 vorausgesetzt werden.

Fall 2A: e*#0. Setzt man u::=-d*/2a’, vis-f'/a'~d'®=/qa"*=

SO viird d''=¢’"'=0 und es liesgt eine Parabel vor.

Fall 2B: e'=0., Setzt man ul=d'/2a" , vi=0, s0 wird d°'°'=0 und

23 3ind abarmalas dref Fille zu trennen:
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Fall 2Ba: £''<0. Dies sind rwel paralelle Gerade.

Fall 2Bb: f''=0. Die beiden Geraden fallen zu einer Doppel-
geraden zusammen.

Fall 2Bc: £'°>0. Die Lsungsnenge ist leer.

Fall 3: a’'= s C'9O.,

Man erkennt sofort, dag dieser Fall vbllig analog zum Fall 2
abgehandelt wird.

Fall 4: a‘wc’'=0

Dieser Fall ist unmdglich, da €% stch sonst um eine OGlei-
chung 1. Grades handeln wirde.

Damit wurden alle miglichen Falle berlUckasichtigt, und wir
kBnnen nun zu jeder beliebigen algebraischen Gleichung zwel-
ten Oradaes in zwei Variablan angeben, um welche geometrische
Figur es sich handelt. AufSlerdem ist es nicht schwer, charak-
teristische Grgen, wie z. B, Halbachsen, Mittelpunkt, Ver-
drehungswinkel, etc., anzugeben. Diese Gripfen sind ndamlich
aus KS'*®* unmittelbar abzulesen, und mUssen eventuell einer
RUcktransformation (Translation um (=uy ~Vv) mit anschlies-

sender Drehung um -98) unterworfen werden.

Im zweiten Teil des Vortrags geht s um die Diskussion
rationaler Funktionen mit rationalen Koeffizienteéen.

In letzter Zeit ist ein neuer Trend in der Informatik be-
merktbar: symbolisch zu rechnen, soweit dies miglich ist.
Eine Moglichke:t, dies zu verwirklichen, ist die Verwendung
der rationalen Arithmetik. Das heigt, man rechnat so wenig
wie moglich mit gerundeten reellen Zahlen, sondern versuchen
diese durch Briche darzustellen. Will man etwa die Zahl
r=0.3 im Computaer als reelle Zahl abspaichern, so wird r nur
ndharungsweise gespeichert, etwa als .3333333. Dabei geht
viel an Genauigkeit verloran - Rundungs- und Rechenfehler
schleichen sich ein! Speichert man r aber als Paar ganzer
Zahlen (1,3) ab, d4.h. als Bruch 1/3, 30 hat man die Zahl

oxakt und rundungsfehlaerfrei zur Verfigung.
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Fretlich funktioniert diese Methode, exakt zu rechnen nur
a0 lange, als keine Wurzeln oder transzendente Funktionen
auftreten - denn die Wurzel eines Bruches {ist {m allgeneinen
kein Bruch mehr.

Wir wollen nun sehen, wWie weit wir dieses Konzept auf die
Kurvendiskussion anwenden kinnen.

Eine rationale Funktion diskutieren, heifgt vor alliem, die
Nullstellen eines Polynoms zu berechneni oder genauer gesagt
alle reellen Nullstellen des Polynoms. Von den vielen Ver-
fahren, die es gibt, um alle reellen Nullstellen eines Poly-
noms zu bestimmen iat die Methode der Sturm’'schen Kette
meines Erachtens fiur die Schule am besten geeignet. Denn
sie setzt {im wesentlichen nichts anderes voraus, als die
Fdhigketit zwei Polynome mit Rest Zu dividieren. AufSerdem
sind die Koeffizienten des Restpolynoms wieder Bruche, falls
dies auch die Koeffirzienten van Dividenden~ und Divisar-
polynom waren. Also lagt sich diea rationale Arithmetik
anwenden. S0 ist es wmdglich, die Sturm’'ache Kette vidllig
exalkt zu Dbestimmen, und computerbedingte Rundungs- und
Rechenfehler kbnnen das Ergebnis nicht mehr verfalschen.
Bevor wir auft die Sturm'sche Kette zu sprechen kommen,; brau-
chen wir aber noch e&in Resultat, das auf Cauchy zuridckgeht:
Die Begttmmung @ines Intervalls, in dem alle reellen Null-
stellen @ines Polynoms llegen.

Eatz: Set p(x)=acg+ta,x+..+a, x" ) Aanr0

ein Polynom mit reellen Koeffizienten. Dann liegen alle
reellen Nullstellen von p im Intervall (-a,a) mit
a:=1+maxﬁmbm&&,t*O,..,n*l

Bewaelis!? lp(x)]uf.a.-.x"'* (Bot. .t tANa X"t 2 fanxf{-\aoq.. . +an__,*xh-lJ?,
Zlan™ - (Aot . « Ha -k 1) -

sei{ jetzt IxPl+m mit m=a-1. Dann gilt
P OO 2 [andd™ Hayacl/lant .« Han-allan][x"=1)
Zladq~tL-m /rxlé:’tx!"‘ )
Hadx™ (Ixi= £ =m) / txI-1)
>0

Also kann p{(x)=0 nur gelten flr |xKi+m=a Q.e.d
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Jetzt aber zur Sturm'schen Kette des Polynoms p:
Sei p ein Polynom mit nur einfachen reellen Nullstellen.
Dies ist keine Einschrinkung, denn andernfalls kann man
den griften gemeinsamen Teiler von p und der Ableitung p°’
bilden und abdividieren. Diese Berechnungen sind mit der
rationalen Arithmetik durchflhrbar und daher exakt.
Mun bildet man die (endliche) Folge von Polynomen:
Po:=p
Pari=-p’
P= wird als negativer Divisionsrest bei Division von po
durch p, ermittelt, also pPo*=qQipr-pP=
Und s0 weliter Pr=qQapa-pPx um PpPs U ber&chnen
et.c.
Diemer Prozef muf nach endlich vielen Schritten abbrechenjg
namlich dann, wenn das Restpolynom p. ein konstantes Paly-
nom tat! pu=c, Cc®0,
Set nun a eine belisbige reelle Zahl. Dann kann man die
Sturm’sche Kette an dieser Stelle a auswerten:
Pol(a),pria),;..,cC
Diem ist eine endliche Folge von k+1 reellen Zahlen, vaon der
man die Anzah!l der Vorzeichenwechsel w(a) 2u bestimmen hat,.
Nullan sollen dabet unberlcksichtigt bleiben. Ist etwa
Pota) p.fa) Pala) pPx(a) Pata)
1 -4 o bo -7
s0 ist wta)r=3.
Mun gilt der entscheidende Satz:
Satz: Sind a,b keine Nullstellen von p, so ist die Anzahl
der reellen Nullstellen zwischen a und b gegeben durch
wib)~wia).
Vor dem Beweis ein Beispiel.
Set Pix)BI(xe2) (X~-3)BxR-%x~6
Dann 1s8t po(x)=x®-x-4
Palx)=-2x+1
Pa(x)=2%/4

denn (x®-x-&)=(-x/2+1/4) (-2x+1)-2%/4,
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Damit ergibt sich die folgende Tabelle:

a Pota) pasta) Ppafa) wia)
-3 -} 7 6.23 |O
o -6 1 6.29 |1
4 ) -7 6.23 [ 2
3 14 -9 6.2% |2
& 24 -11 6.23 | 2

Daraus kann man ablesen, daB es jeweils genau eine Null-
atelle zwischen -3 und O bzw. 0O und 4 geben muf.Durch Aus-
wertung der Sturm’schen Kette an geeéigneten anderen Stellen
kann man die Nullatellen noch welter eifngrenzen.
Und nun zum Beweis:
Dazu brauchen wir folgendes
Lemma: p,l{c)r=0, {>0 Prea(C)pa-ate)<oO
Bewels d.L.: En 9ilt pPi-2™QiPr-Prer, alsmo
Pi—-afCitp,ea(c)=q,(c)p,(c)=0
Daraus folgt p.-.(c)p,s+a(cISO
Falls dabei aber p.-itc) oder puiest(c)=0 wire, s ergidbe
aich auch pPrea(c)=0, pPies(C)=0,..,pPuL=0,.
Dies ist aber ein Widerspruch 2zu pu#0. Almo mufl gelten
Pi-2(CIPyrertec) <O

q.e.d (Lamma)
Der eigentliche Beweis des Satzes ist eine einfache Uber-
legung und gliedert sich in drei Teile:!
1) uberschreitet man eine Nullstelle ¢ van po, =0 nimmt
wib)-wta) um 1 ab.
Dies sieht man leicht an Hand der folgenden Tabellen etin,

die die beiden miglichen FAlle darstellen:

c-flc e+ c-flcl o+
Pol<0 (0|70 Pe| >0 |0|<0O
Pl leplc O Pa| >0 Ppol >0
wli oot wloo ol
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2)Uuberschreitet man eine Nullstelle von p,, 1>0 50 dndert
sich wib)-w(a) nicht:
Auch dies 188t sich am besten an hand zweier Tabellen ver-

anachaulichen:

c-f | c| c+E c—-¢|c{e+E
p.-.<é <0;(;M Ps=-a 20 [>0|>0
Pa + O » P ¥ 1O |~
Poeal >0 [>d >0 Paes <012(1<0
w [ 1 (111 w A1

3)tiberschraitet man keine Nullstelle eines p,, s0 adndert
sich wib)-wta) nicht.

qg.e.d

Das Verfahren mit der Sturm'schen Kette ermidglicht also,
zu jedem Intervall anzugeben, wieviele reellen Nullstellen
darin liegen.

Wenden wir dies zunlchst auf das Intervall (-a,a) an, das
wir mit dem Satz vaon Cauchy ermittelt haben, 90 bekaommen wir
die Anzah! aller reellen Nullstellen von p.

Durch fortgasetzte Intervallteilung kidnnen wir daher dis-
junkte Intervalle finden, in denen jeweils genau eine reelle
Nullstelle liegt, und diese dann mit einem Niherungaver-
fahren bestimmen (z.B. Bisektion oder Newton’'sches Itera-
tionsverfahren).

Natrlich kann man nicht die Nullstelle selbat exakt bestim-
men (falls der Grad von p grtifer 4 {at), wohl aber die sie
enthaltenden Intervalle.

Zusammenfassend kann man folgendaes sagen:

Von den vielen Methoden, alle reellen Nullstellen eines
Polynoms mit rationalen Koeffizienten zu bestimmen, mag die
Methode mit den Sturm’schen ketten vielleicht nicht die
effizienteaste =sein (das Muller-Verfahren {st {n dileser Hin-
aicht sicher gldnstiger), aber =sie 1dgt asich bei Verwendung
der rationalen Arithmetik (wenn aleo die Regeln der Bruch-

rechnung einprogrammiert wurden) vidllig exakt und vor allem




rundungsfehlerfretl durchflhren und liefert verlagliche Er-

gebnisse, wihrend man sonst nie ganz sicher sein kann, ob

nicht die takkumulierenden) Rundungs - und Rechenfehler
da=m Ergebnis -unter Umstédnden ganz entscheidend - vertdl-
schen.

Auflerdom i{st die Sturm’sche Kette-Methode ziemlich elementar
und $Ur SchlUler der Oberstufe leicht zu verstehen - brauéht
man doch nichts anderes als den Divisionsalgorithmus +fUr
Polynome zu beherrschen.

Insbesondere wire das eine gute Gelegenheit, diesen gut

einzullben.




